Area Bajo la Curva

El drea bajo 1a curva es equivalente a calcular 1a integral definida, ya que se usan sumas de
muchos numeros, para expresar de una forma compacta estas sumatorias es necesario
utilizar 1a notaciéon de sumatoria.

Analicemos el caso sencillo de una sumatoriade Y7 x; = x; +x, + -+ x,

La letra sigma mayuscula = denota sumatoria y x; representa el valor i-ésimo, asi como la
letra i representa el indice de 1a sumatoria y toma valores sucesivos.

Veamos un ejemplo de cdmo se calcula una sumatoria, Y/_, i?(i — 2) en este caso el valor de
i tomalos valores: 1, 2, 3, 4.

4
Z i2(i—2)= 12(1-2)+22(2—-2)+32(3—2) + 4%(4 — 2) = 1(—1) + 4(0) + 9(1) + 16(2)
i=1
= —1+9+32 =40
En general se plantea el resultado siguiente: 37, ¢ = nc

Cabe mencionar que el dominio a partir del cual comienza a correr el indice de la sumatoria
no tiene que ser necesariamente en 1, por ejemplo, se tiene el siguiente caso:

Algunas propiedades basicas de las sumatorias son:

Sea n un entero positivo y sean {a,,a,,...,a,} Y {by, by, ...,b,} dos conjuntos de numeros
reales. Entonces se tiene que:

1) Xizi(a; + b)) = Xisia; + Xiz by
2) Y ca; = c(Xr,a;) para cualguier nUmero c

3) Yiti(a; — b)) = YL a; — X b;
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La definicidn de la integral definida estd muy relacionada con las areas de ciertas regiones
en un plano coordenado, ya que sus areas estan delimitadas por rectas, traducido esto en
las integrales seria que estan delimitado por sus limites de integracion.

f(x)
Integral definida = Area bajo la




Area Bajo la Curva

Definicion: Sea f una funcién continua y no negativa en [a, b]. Sean A un numero real y
f(uy) el valor minimo de f en [x,_4, xx]. Entonces

n
A= lime(uk)Ax
Ax
k=1
Significa que para todo € > 0 existe un § > 0 tal que si 0 < Ax < §, entonces
n
A— Zf(uk)Ax <e
k=1

Para comprender mejor la definicidon anterior, analicemos un ejemplo en el cdlculo del drea
bajo una curva.

Ejemplo 1: Sea f(x) = 16 — x2. Calcular el area de la regién bajo la grdfica de f entre 0 y 3.

0

24

Supongamos que se divide el intervalo [0,3] en n subintervalos iguales, por 1o que la
longitud de cada subintervalo Ax = % Consideremos como extremos a los valoresa = 0y
b = 3.

Seax, =0, x; = Ax, x, = 2Ax, ..., x;, = kAx, x, = nAx = 3 ya que Ax = %

3k
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Se observa en la grafica que la funcidn f es decreciente en el intervalo [0,3], el numero
u, en [x,_1,x,] en el que f alcanza su minimo es siempre el extremo derecho x; del
subintervalo, es decir

uk = xk ES 7
2
Por lo tanto, si sustituimos f(u,) = f(%) =16 — (37") =16 ——

2
Y considerado la suma en la definicion anterior Y}_; f(uw)Ax = ,’}:1(16—%)(5):

n
n (48 27k?
k=1

) y por las definiciones que se vieron de sumatorias la Ultima sumatoria se

puede escr1b1r como:

n n n n
z 48 27k? z 48 z 27k? (48) 27 z 2
n n3 n n3 n3

z fup)Ax = 48 — — n(n al 1)6(271 al 1) 29?[2113 + 3n? + n]

Entonces, para calcular el drea de 1a region se hace tender Ax a 0. Asi:

n
Jim, ) F(u)0
k=1

= lim (48 ——[2n + 3n? +n])
n—oo n 3

= lim 48
n—-oo
9 i 2n3 +3n%2+n

B Enl—g}o n3

—48——11m[2+ +—]—48——[2+0+0]—48 9 =39

2 n—-oo
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Por 1o tanto, el drea de la regién mide 39 unidades cuadradas, y este resultado se puede
verificar obteniendo el area de la funcién con los limites de integracion dados:

3 x3\ 13 27
f(16—x2)dx= 16x — — | ~=16(3) —— =48 -9 = 39
. 3 /1o 3
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