[Limites donde Interviene el Infinito

ASINTOTAS HORIZONTALES

3x2

Consideremos la grafica de f(x) =

xZ+1
10
¥y o5
-10 -5 0] 3 10
] X
_5-
f= T .
2+ 1
-10 -




[Limites donde Interviene el Infinito

Graficamente puede que los valores de f (x) parecen aproximarse a 3 cuando x crece o decrece sin
limite. Se puede llegar numéricamente a las mismas conclusiones, como se indica en la tabla

X —o0 « | =100 |-10 -1 0 1 10 100 — 00

fGx) | 3« [29997[297 |15 0 15 297 29997 | -3

La tabla sugiere que el valor de f (x) se aproxima a 3 cuando x crece sin limite (—-o). De manera
similar, f (x) tiende a 3 cuando x decrece sin limite (x— -00). Esto limites en el infinito se denotan
mediante lim,_,_,, f(x) =3 y lim, . f(x) =3

En la grafica anterior de f, se aproxima a la recta y=L cuando x crece sin limite. La recta y=L recibe el
nombre de la asintota horizontal de la grafica de f.

Definicion de una asintota horizontal: La recta y=L es una asintota horizontal de la grafica de f si
lim,__. f(x) = Lolim,_,,, f(x) =L

Advierta que a partir de esta definicion se concluye, la grafica de una funcion de x se puede tener a lo
mucho dos asintotas horizontales.

Los limites al infinito tienen muchas de las propiedades estudiadas anteriormente. Por ejemplo, si
existen tanto lim,._,, f(x) y lim,_ g(x), entonces;

limo [ () 4+ 9 (O] = i, £ (&) + lime g ()Y
lim [f()g (0] = [lim £ [lim g o))

Se cumplen propiedades similares para limites en -co. Cuando se evaldan limites al infinito, resulta de
utilidad el siguiente teorema.
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TEOREMA 11
Sir es un namero racional positivo y c es cualquier numero real, entonces lim,,_,, % = 0. Ademas, si
x" se define cuando x < 0, entonces lim,._,_, x—cz = 0.
Ejemplos:
T 2
1) Encontrar el limite lim,_,, (5 — —2)=
X
lim 5 — lim —
X—00 x—oo X
lim 5 — lim —
X—00 xX—00 00
=5-0=5
. r. - 2x-1
2) Determinar el limite de lim,._,, 1
Solucidn: advertir que tanto el numerador como el denominador tienden a infinito cuando x tiende a

infinito.

lim lim(2x —1) > oo lim(x + 1) » o
X—>00

x—-oo X + X—00

. - o . T
Esto produce una forma indeterminada —. Para resolver este problema es posible dividir tanto el
(00]
numerador como el denominador entre x. Después de eso, el limite puede evaluarse como se muestra.

2x-1

li 2x-1 -l p
My PR My 00 FHT
X

2_%

= lim —=%
X—00 1
14—

. 1
11m2—11m§_ 2-0

X—00 X—00 — —
lim1 + lim 1 1+0

X—00 X—00

2
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De tal modo, la recta y=2 es una asintota horizontal a la derecha. Al tomar el limite cuando x - —oo,
puede verse que y=2 también es una asintota horizontal hacia la izquierda. La grafica de la funcion se
ilustra en la siguiente grafica:
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3) Determinar cada limite:

Sbl' 2x>+5 . 2x3+5
T 1 e O e

Solucidn: en cada caso, el intento de evaluar el limite produce la forma indeterminada co/co.

a) Dividir tanto el numerador como denominador entre x?2.

2x+5 (%)+(%)_0+0_0

1m = =
—00 xZ —00
x-»o03x%+1 «x 3 4 (3512) 340 3
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b) Dividir tanto el numerador como denominador entre x2.

5
y 2x3 45 . 2+C2) 2+0 2
3z +1 o = =3
x-03x2+1 «x 3+(x12) 3+0 3

c¢) Dividir tanto el numerador como denominador entre x?2.

. 2x34+5 2x+(5/x2) 00

Iim—————= lim———=—= —

x—o003x2 + 1 x-0 3 4 (1/ 2) 3
X

Es posible concluir que el limite no existe porque el numerador aumenta sin limite, mientras el
denominador se aproxima a 3.

Por lo tanto:

* Si el grado del numerador es menor que el grado del denominador, entonces el
limite de la funcion racional es 0.

* Siel grado del numerador es igual al grado del denominador, entonces el limite de
la funcién racional es el cociente de los coeficientes dominantes.

* Si el grado del numerador es mayor que el grado del denominador, entonces el
limite de la funcidn racional no existe.

4) Funcidn con dos asintotas horizontales
Determinar cada limite.

Solucién:

a) Parax > o, es posible escribir x = Vx2. De tal modo, dividiendo tanto el numerador como el
denominador entre x se obtiene.

3x — 2 2 2
3x—2 Ty 3-% _ 3-<
V2x2+1  V2x2+1 2x2 +1 \/2+i

Vx? x? x?

Y se puede tomar el limite de la manera siguiente.
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3_2
3x — 2 : 3-0 3

; — lim _
X*OO\/Zx2+ xﬁw\/ 1 V2+0 2

_2

b) Parax < 0, puede escribirse x = —Vx2. De manera que al dividir tanto el denominador como
el numerador entre x se obtiene

3x—2

3x — 2 3——

V2x2 +1 \/2x2 + 1 /zxz + 1 /2
2 - += 2
X X

Y es posible tomar el limite de la siguiente manera

3x—2 ) 3

i 11
R Fa R \/* W V2

2

fo=— 2l
J22+1




