Estimacién por Intervalo:
Proporcion

En el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1. Una moneda tiene probabilidad p de ocurrir dguila cuando se lanza

y el resultado es aleatorio. En este caso el parametro de interés es 6 = p.

si bien tenemos una aproximaciéon (estimacioén) p del paradmetro p no
sabemos el nivel de precisibn o margen de error respecto, esto es, que

distancia d(p, p) hay entre los dos valores con cierta métrica definida.

Las estimaciones de las proporciones de preferencia entre hombres y mujeres
son numericamente distintas pero aproximadas, sin embargo, esta diferencia
puedes ser atribuida a la variabilidad ya que proviene de una muestra

aleatoria.

Estimacion por intervalo

Sea 8 un estimador puntual del pardmetro 6. Un intervalo de confianza para 8 al nivel
1—a,a€(0,1),esdelaforma

ICy = (gl(é):gz(é))

de tal manera que
Pl6EICy] 21—«

Las funciones g;(0) utilizadas en la construccién de intervalos de confianza

dependen también de cierta distribucién de probabilidad.

Intervalo de confianza para una proporcion
Del teorema central del limite se desprende que:
z=—L"P __noy)

p(1—-p)

n



Entonces, a partir de
PlZy);<Z<Zy_gp|=1-a

sustituyendo la expresion anterior se tiene

PlZyy <P <z yp|l=1-a

y mediante un proceso algebraico se puede demostrarque esto equivale a
P ﬁ—Zl_%Sﬁ <p< ﬁ+Zl_a/25ﬁ] =21l—-a

Donde

Intervalo de confianza para p

Sea p un estimador puntual de la proporcidon p en una poblacidon infinita. Un

intervalo de confianza para p al nivel 1 — a,a € (0,1), es tal que:

P[ﬁ—Zl_%Sp<p<ﬁ+Zl_a/zSp 21—«

donde

o, de forma alternativa




Donde S5 es el error estandar de p y é el margen de error estimado. Si la

poblacién es finita de tamafo N, entonces:

p(1—p) [N—n
Sﬁ=
n N-1

En la figura 2 se muestran los componentes del intervalo de confianza para
la proporcion, el cual se conforma por el estimador puntual y el margen de
error, y este a su vez es el producto del cuantil de la distribucion normal

estdandar y del error estandar. El error estandar de p” es la desviacion estandar

del estimador de p.
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Figura 2 Estructura del IC de p

Ejemplo 2 En relacién al ejemplo 1 tomando 1 - a = 0.95, el intervalo de

confianza de la proporcion de hombres afavor de que se construya la plaza es

[(0.8)(1 —0.8)

IC,, = 0.8+ (1.96)/
Ph \20)y 80

= 0.8 + (1.96)(0.0478)
= 0.8 +0.0937



Por tanto,

ICp, = (0.8 — 0.0937,0.8 + 0.0937)
— (0.7063,0.8937)

Para mujeres

(0.875)(1 — 0.875)
70

ICypm = 0.875 (1.96)\/
= 0.875 + (1.96)(0.037
= 0.875 £ 0.0725
Entonces,

ICp,, = (0.875 — 0.0725,0.875 + 0.0725)
— (0.8025,0.9475)

Si la poblacién de hombres fuera finita de tamafio N = 250, el intervalo de

confianza para la proporcion de hombres seria

N) e oo [(08)(1—08) [250—80
IC, ' = 0.8+(1.96)4/ - [
Ph WO T YV mo—1

— 0.8 = (1.96)(0.0406)
= 0.8+ 0.0797

por lo que

icN)

= (0.8—-0.0797,0.8 + 0.0797)

= (0.7203, 0.8797)

Dado que el factor adicional de correcciéon por finitud es menor que 1, el

nuevo intervalo es de menor longitud.



Se observa que IC,nh N IC,m /= @ con poblaciones infinitas. Este resultado sera

particularmente Util cuando se determine si se considera que hay diferencia
significativa en la proporcion de hombres y mujeres que estdn a favor de la

construccién de la plaza.

Tamano de muestra para una proporcion
El margen de error en la estimacién por intervalo de una proporcion estd

asociado con el tamano de muestra, puesto que

. [p(1—p)
é = ‘/<1 .‘1,":\," %

Entonces, si n crece entonces e” decrece y esto permite obtener una cantidad
de muestra basada en un margen de error nominal e dado. Hay dos

posibilidades: si se cuenta con una estimacién previa o no.

La estimacién del tamafio de muestra n, dado el error nominal e y cuando

se cuenta con una estimacioén previa p~ se obtiene como sigue:

p(1 —p)
n

pd-p)
n

pd-p)
el

e = Zl—a/z

2 _ 72
>e —Z1—a/2

~ 72
2n= Zl—a/z

Si no se cuenta con una estimacién previa, habra que determinar el valor
minimo estimado de n que nos garantice error nominal e. Para tal efecto hay
que maximizar p(1 - p). Para simplificar 1a notacién se define g(x) = x (1 - x)

y se obtiene x* = argmaxg(x).



g(x)=x(1—-x)=x —x2

dg

= -2 =1-2x
dx
por tanto,
dg
—_— = )
dx .
=1-2x=0
.1
=X ==
2
Dado que
d-g 2 <0

dx - C

se sigue que x* corresponde al maximo de g. Sustituyendo este valor en

lugar de p la estimacioén de n anterior se tiene:

p(1-—p)
62

e’

o 2
n=Zi_qpn

2
=Z1_qa/

2
_ Zi-qa/2
4e2

En ambos casos de 1a estimacion de n, se toma el entero siguiente en cada una
de las expresiones para garantizar al menos el error nominal e. El tamano de
muestra sin estimacidén previa siempre serd@ mayor o igual a cuando se

considera una estimacién previa.



Tamano de muestra para estimar p

Dado un margen de error nomindl e en la estimacién por intervalo de p el

tamano de muestra si se cuenta con una estimacion previa p es:

p@i— p)

o 72
n=Zi_qn o2

Si no se tiene una estimacion previa, el tamafo estimado es:

2
n =~ Zl—a/z
4e?

Ejemplo 3. En el ejemplo 3 intervalo de confianza de la proporcion de hombre
se estimo como p, = 0.8, el tamafio de muestra con estimacion previa para e =

0.06 es:

,(0.8)(1 —0.8)

= (0.96)————~ — 170.7315
n = (0.96) (0.06)2 170.731
Por tanto, se toma n =1
Sin estimacion previa
0.96)2
1 20 266768
(4)(0.06)=

Entonces, se toma n = 267.

A

En el ejemplo se observa que la estimacién de n sin contar con p es

considerablemente mayor a la obtenida cuando si se tiene p.



Intervalo de confianza para diferencia de proporciones

Con anterioridad se observé que IC,nh N IC,m /= @. Esto es equiparable a decir

que la diferencia de proporciones entre hombres Yy mujeres no es

estadisticamente significativa, o bien, que p, - p,, = 0. En este sentido, es de

interés obtener un intervalo de confianza para la diferencia de proporciones.

Intervalo de confianza para p, — p;

Sean p, y p, estimadores puntual de las proporciones p; Yy p, respectivamente.
Un intervalo de confianza para p, —p; al nivel 1 — a,a € (0,1), es de 1a forma

ICpZ =pP2—PD

12 21-0/255,-p,
—pteé

*
*

donde n; y n, son los tamanos de muestra para las poblaciones 1 y 2

respectivamente, y S; es el error estandar de p, — p; dado como:

Spo-b1

n; n;

_ jﬁl (1=51) (1=

de p y é el margen de error estimado.

Ejemplo 4. Tomando 1 - o =0.95, el intervalo de confianza para la diferencia

de proporciones de hombres y mujeres a favor de que se construya la plaza se

obtiene como sigue:

- _ [(08)(1—08)  (0.875)(1—0.875)
Pn—Pm — \" 80 70
= 0.0604

sl




Se sigue

IC = (0.8 —0.875) £+ (1.96)(.0604)

f“"l — ;.‘m

= —0.075+0.1185

Por tanto,

ICpp_pm = (=0 — 075 — 0.1185,—0.075 + 0.1185)
= (—0.1935, 0.00435)

Es importante sefialar que, en la diferencia de proporciones, los limites del

intervalo no son proporciones, por 10 que pueden tomar valores negativos.

El resultado final arroja que 0 € /C,:h -pm, siendo consistente con el resultado

donde se obtiene que IC,h NIC,m /= @.
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