istribucién F-Fisher

El tipo mas sencillo de andlisis de 1a varianza es aquél en que las observaciones
se clasifican en grupos tomando como base una sola propiedad. Los valores de
observacion en cada grupo se registran en columnas separadas en una tabla.
Habra tantas celdas en una columna como experimentos se realicen.

Para la explicacion, considérese los datos de la tabla 1. Estos datos
representan las calificaciones logradas por 24 mecandégrafos en un
experimento que tenia por objeto determinar si habria diferencias entre 3
marcas de maquinas de escribir. Los mecandgrafos se separaron en grupos por

seleccidn aleatoria, asignando a cada grupo de 8 una de las marcas.

Li 40 54
39 37 50
33 28 40
56 53 55
43 38 45
56 51 66
L7 45 49
58 60 65
Tabla 1

Si una marca no aventaja a las otras, y si las calificaciones medias de
poblacidn para las tres marcas son py, u, ¥ ps, entonces el problema se reduce a

la prueba de hipotesis.

(1 Hp: g = Hp = U3



Cuando la hipétesis H, es verdadera, la clasificacion de los datos en 3
columnas no tiene sentido y todo el conjunto de medidas puede tratarse como
una muestra de tamafo 24 tomada de una sola poblaciéon. Esto supone que la
variacion en las puntuaciones mecanograficas se debe a 1os mecandgrafos y
nada tiene que ver con las diferencias entre las maquinas. Asi es que,
esencialmente si la hipdtesis verdadera, el experimento se supone equivalente
a uno en el que cada uno de los 245 mecandgrafos usard la misma maquina. Si
o? designa a la varianza de poblacidén, puede obtenerse una estimacién de o2
por la varianza de muestra bien conocida basada en las 24 mediciones. Pero
hay muchas otras formas de obtener estimaciones vdalidas de a2. Por ejemplo,
la varianza de muestra en la primera columna de medidas es una estimacion
vdlida insesgada de ¢?% aunque no sea tan buena como la que se basa en todas
las medidas. De modo semejante, las varianzas de muestras de las columnas
segunda y tercera son también estimaciones validas de o2. Ademds, 1a media
de las 3 estimaciones de columnas de 62 es una estimacién insesgada vdlida
de o2 y casi tan buena como la estimacién familiar basada en 1la combinacién
de los tres conjuntos de medidas. Sis?,s2 y s2 designan a las varianzas de
muestra para las 3 columnas, esta Ultima estimacion, que designamos V., es:

s?+s2+s2

2 V===

El subindice ¢ se usa aqui para indicar que la estimacién se basa en las

varianzas de columna.

Otro tipo de estimacion diferente, de o2, puede observarse usando la relacién

entre la varianza de una media de muestra y la varianza de la poblacién a

-2 0'2 , . .,
saber o4 = —. Aqui es conveniente expresar esta relacién en la forma:

n



(3) 0% = no;?

Supobngase que se han tomado varias muestras de tamafio n en cierta
poblacion. Si se han calculado las medias de muestra, entonces la varianza de
muestra de estas medidas de muestra serdn una estimacion vdlida de ¢;2. En
general, 1a varianza de muestra de un conjunto de medidas es una estimacion
valida de la varianza de poblacion de las medidas sin atencién a que las
medidas sean simples, o medias de medidas simples, u otras funciones de
tales medidas. De (3) se infiere que se dispone de una estimacién de o2 que se
puede multiplicar por n para dar una estimacion de 2. En nuestro problema
hay 3 medias de muestras tales que podemos usar para construir una
estimacion de o;2. Son las 3 medias de columnas que designamos son
X1, X; ¥ X3. Ahora bien, 1a media de estas 3 medias es igual a la media x, de
todas las medias; luego, una estimacion insesgada de o2 es 2‘,?:1 (x, — x)%/2.
Como las medias estan basadas en muestras de tamafo 8 cada una, se infiere

que n = 8 y, por tanto, de (3) que la estimacion deseada de ¢? esta dada por:

23, @-0)?

(&) V= 85212

El subindice m se usa para indicar que la estimacion se basa en las medias de

las columnas.

Como V.yV,, son estimaciones validad no sesgadas de ¢? cuando H, es
verdadera, se infiere que deberian tener aproximadamente el mismo valor, y su
cociente cercano a 1. Pero si H, no es verdadera y las medias de columnas
difieren en forma considerable, las dos estimaciones de V, y I, difieran mucho

en valor. Como la estimacién V, se basa en el calculo de las varianzas de las



columnas por separado, no se vera afectada alterando las medias de las
columnas pues la varianza de un conjunto de medias es independientemente
de su media. Por (4) queda claro, sin embargo, que la estimacion V,, se vera
directamente afectada y aumentard su valor al separase las medias de la
muestra. Asi, se verd que el cociente de V},, por V. excedera al valor 1 cuando H,
no es verdadera. Esta razén (cociente) se usard como la cantidad deseada para

la prueba de la hipotesis H,. Se le designard con la letra F; entonces:

(5) F="n

Ve

En el experimento de las mdquinas de escribir, los calculos con los datos de la
Tabla 1 dieron los valores x; = 47,x, = 44 yx3 = 53,5 = 81.1,s5 = 106.3 y s5 =
82.3. Como consecuencia, de (2) se infiere que V. = 89.9. Cdlculos adicionales
dieron el valor Zj’;l (X, — %)?/2 = 21; asi es que de (4) se tiene V,, = 168. El valor

de F es, por lo tanto,

Ahora se presenta la pregunta: (Este valor de F es demasiado elevado
comparado con los valores de F que podrian esperarse en experimentos
reiterados del mismo tipo en maquinas de escribir idénticas, es decir, con el
supuesto de que H, es verdadera? Para contestarla es necesario determinar la

distribucion de muestreo de F-fisher. Es 1o que se hara a continuacién.

El estudio, hasta este punto ha sido primordialmente de tipo cualitativo,
diciendo que F puede esperarse que tenga un valor cercano a 1 como H, es
verdadera y un valor considerablemente mayor que 1 cuando H, ho es

verdadera y las medias de poblacion difieran ampliamente. Esta informacién



no es suficiente para construir una prueba basada en la probabilidad; antes de

efectuar la prueba es necesario conocer la distribucién de muestreo F-fisher.

Tal como ocurre para otras distribuciones de muestreo, es posible aproximar la
distribucion de F efectuando experimentos reiterados de muestreo del tipo
considerado aqui y construyendo el histograma de los valores resultantes de f;
pero la distribucibn de muestreo exacta de F puede obtenerse
matemdticamente, con hipdtesis adecuadas. La hipo6tesis requerida ahora es
que las 24 variables de las celdas sean variables normales independientes, con

la misma media p y varianza o?2.

De hecho, la distribucién F depende so6lo de cudntos datos disponibles habrd
para la estimaciéon del denominador. La Tabla IX presenta valores criticos de
cada derecha de F, del 5% y del 1%, correspondiendo a diferentes valores de los
parametros v, y v, llamados numeros de grados de libertad en el numerador y

en el denominador de F.

Aqui los grados de libertad son los que naturalmente se asociardn con las
varianzas de muestra que se usan. Como el numero de grados de libertad para
la estimacion usual de 62 estd dada por v =n — 1, 0 uno menos que el numero
de medias, el nUmero de grados de libertad para el numerador de F para este
problema es v, = 2 porque la estimacidon se basa en 3 medias de muestreo. El
numero de grados de libertad para el denominador de F para este problema es
v, = 21 porque cada varianza de columna contribuye con 7 grados de libertad y

se emplean las varianzas de 3 columnas.

Se infiere de 1a Tabla IX que el valor critico de F, correspondiente al 5% del area,

y parav, =3yv, =21, es de 3.47. Dado que F = 1.87 en este problema, se



acepta la hipoétesis. Los datos concuerdan con la opinidn de que la habilidad del

mecandgrafo no se ve afectada por la marca de la maquina que use.

Aunque esta manera de llegar a 1a variable F para probar la hipétesis de que un
conjunto de medias de columnas son iguales, para probar la igualdad de las
medias de columnas, se puede mostrar que la prueba F aplicada a probar la
igualdad de dos medias de columnas es equivalente a la prueba t. Asila prueba
basada en F es una generalizacion de la prueba anterior para dos columnas

basadas en t.



Puntos del 5% (Tipo Romano) y 1% (negrillas) para la distribucién F

-a

Tabla 2 Distribucién F
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670 14.66 (383 | 3.36 | 3.06 | 2.85 (2.69 | 255 (246 | 237 [229 (223 | 212 | 204 192 (188 (174 | 164 157 | 147 |12 | 132 [124
. 1.19
1000 385 | 300 | 261 238 | 222 (210 | 202 (195 [ 1.89 |1.84 | 1.60 [ 176 [ 170 [ 166 | 1.o% [ 153 | 1.47 | 141 |1.36 | 130 [ 126 | 119 | 113 1.08
6.66 | 4.62 [ 3.80 1334 | 3.04 | 282 | 2.66 [ 2.53 [243 1234 | 2.26 1 220 | 209 f201 | 1.89 | 181 (171 [1.61 | 154 | 144 |138 [128 |119 {11 1
384 [ 299 (260 {237 | 22] | 209 1201 194 (188 |1.83 | 179 [ 175 | 169 1164 | 157 1152 (146 [1.40 (135 | 128 L12a |17 [1.41 |10
6.64 [4.60 [ 3.78 | 3.32 | 302 | 2.80 | 264 | 251 | 241 |2.32 (224 | 218 (207 | 199 | 1.87 | 179 |1.69 159 |152 | 141 [3.36 | 125 |1 15 | 1.00

Tabla 2 Continuacion de Ia tabla 2
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